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Morphisme autoadjoint dans un espace euclidien - Matrices symétriques réelles

Exercice 1. Soit A dans M,,(R). On suppose que A est symétrique et qu’il existe
un entier k, k > 2, tel que A* =1d.

1. Montrer que A? = Id.

2. A est-elle nécessairement diagonale ?

3. Dans My(R) donner I'espace des solutions de 'équation : A? = Id.
4

. Pour chaque solution trouvée, donner une interprétation géométrique de 1’ap-
plication induite sur le plan R2.

Exercice 2. Considérons la matrice suivante :

3 0 =3
M = 0 3 1
-3 1 0

Dans R? muni du produit scalaire canonique, on note u ’endomorphsime dont M est
la matrice dans la base canonique B. Pourquoi u est-il autoadjoint ? Diagonaliser w
dans une base orthonormée.

Faire de méme avec

1 -2 6 =3
N = - 6 3 2
-3 2 6

Exercice 3. Soit u un endomorphisme autoadjoint d’un espace euclidien (E, <, >).
Soit ¢ : E — R définie par : ¢(x) =< u(x),z >.

1. Montrer que ¢ est une forme quadratique en exhibant sa forme polaire b.
2. Montrer I’équivalence entre les deux assertions suivantes :

(i) Il existe une base orthonormée (pour <,>) formée de vecteurs isotropes
(pour q).
(ii) La trace de u est nulle.

Indication. Pour I'implication (ii)=(i), utiliser un théoréme du cours pour construire un

vecteur isotrope pour ¢ et raisonner par récurrence sur la dimension.



Exercice 4. Etant donné M € M,,(R), montrer que 'endomorphisme 5, de M, (R)
défini par ¢y (A) = (*M)AM + M A(* M) est diagonalisable. Indication. Montrer que pour
toutes matrices A, B,H on a : < HA,B >=< A/'HB > et < AH,B >=< A, B'H > ou <, > est

le produit scalaire “canonique” sur M, (R).

Exercice 5. Soit E un espace euclidien et © un endomorphisme de £. On dit que u
est antisymétrique si pour tous z,y € F, < u(z),y >= — < x,u(y) >.

1. Montrer que u est antisymétrique si et s.si 'une des assertions suivantes est

vraie

(i)
(i)

Pour tout € E, < u(x),x >= 0.

Etant donnée une base orthonormée B de E, la matrice de u dans B est
antisymétrique.

2. Dorénavant, on suppose u antisymétrique.

(a)

(b)
(c)

Montrer que les racines du polynoéme caractéristique de u sont imaginaires
pures. Indication. Considérer la matrice de w dans une base quelconque comme un
endomorphisme de C", ou n = dim F.

Montrer que u est de rang pair.

Montrer que u? est diagonalisable. Soit A une valeur propre non nulle de
u? et F()\) I'espace propre associé.

Montrer qu’il existe une base orthogonale de E()) de la forme

(e1,..., €ps u(er), . .. ,u(ep)). Indication. Montrer que si F' = @7_;(e; ® u(e;)) C
E()) et si I'orthogonal de F' est non nul et e € F-\ {0} alors u(e) Le et u(e) € F+.

En déduire qu’il existe une base orthonormée de E pour laquelle la matrice

de u est de la forme Diag(My,..., My, 0,...,0) avec M; = < O(z)- _(?i )

et O[Z' E R>0.



