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Feuille n° 5
Produit scalaire et espace euclidien

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel muni d’une forme quadratique q.
1. Montrer que si g est définie alors elle est non-dégénérée.

2. Montrer que la réciproque est fausse. On pourra construire un contre-exemple sur k2.

On rappelle qu’étant donné un espace vectoriel réel, un produit scalaire est la donnée
d’une forme bilinéaire symétrique (ou quadratique) définie-positive. Un espace euclidien est
un espace vectoriel réel de dimension finie muni d’un produit scalaire.

Exercice 2. 1. Sur R™ montrer que
<T,Yy>=21Y1 + -+ TpYp

définit un produit scalaire. On 'appelle le produit scalaire canonique de R".

2. Soit E un espace euclidien de dimension n. Montrer qu’il existe une base B de E telle
que pour tous z,y € FE de coordonnées x1,...,x, et yi,...,y, on ait :

<2,y >=2T1Y1 + -+ TpYn.

Exercice 3. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel d’'un espace euclidien E alors
E=FoFt

Exercice 4. Soit B = (by,...,b,) une base d’'un espace euclidien (£, <,>). Montrer que
B est orthonormale si et s.si pour tout z € E la coordonnée de x selon b; est < x,b; >.

Exercice 5. Soit B = (by, ..., b,) une famille d'un espace euclidien (F, <,>) de dimension
n. On suppose que pour tous 1 <7 # j < n, < b;,b; >= 6;;. Montrer que B est une base
orthonormale.

Exercice 6. 1. Soit E un espace vectoriel réel, muni d'une forme quadratique ¢ positive.
On notera b sa forme polaire. Montrer I'inégalité suivante (dite inégalité de Schwarz) :

b(x,y)?* < q(z)q(y), pour tous z,y € E.
Supposons de plus que g est définie alors montrer 1’équivalence :

b(x,y)* = q(x)q(y) < z et y sont liés.



2. Soit E un espace vectoriel réel muni d’'un produit scalaire <, >. Pour z € E, on note
l|z|| = /<, z>. Montrer que || - || est une norme, i.e.

(a) pour x € E, si ||z|| = 0 alors 2 =0,

(b) pour A€ Ret z € E, |[Az|| = |A| - ||z]],

(c) pour z,y € E, ||z + y|| < ||z|] + |ly|| (inégalité triangualaire).
3. Que vaut ||z|| pour le produit scalaire canonique de R?, R? R™.

4. Dans le plan réel, on considere un triangle ABC'. On note a, b et ¢ les longueurs des

cotés respectifs BC, AC et AB et on note 6 I'angle ACB. Montrer I’égalité suivante
(dite de Al-Kashi (1380-1429), ou loi des cosinus) :

¢ = a* + b* — 2abcos(f).
En déduire le théoreme de Pythagore ainsi que sa réciproque.
Exercice 7. Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien E, avec n = dim F.
On appelle projecteur orthogonal sur F' la projection pr sur F' selon la somme directe :

E = F @ F*, en d’autres termes, pour z € E, pr(x) est I'unique vecteur de F tel que
r—pp(x) € F.

1. Soit (vy,...,v,) une base orthonormale de F'. Montrer que pour tout = € F,
pr(x) =<z,01 > v + -+ < 2,0, > V.

2. Soit F' = Vect(v) de dimension 1. Montrer que pp(z) := p,(z) = =22v

<v,u> "
3. (Orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Soit (v1,...,v,) une base de E. On construit : uy = vy, uy = vg — Py, (V2), uz =
V3 — Puy (UB) _puz(vl%)v ceey U = Vg — Zf;ipuj (Uk)7 ceee
Enfin, on pose pour tout ¢, e; = Hz_@l\ Montrer que les e; forment une base orthonormale
de F.

4. Appliquer ce procédé au cas de la base {1, X, X? X3} dans R3[X] muni du produit
scalaire suivant :

< PQ >:/_ P(z)Q(x)dx.

1
Exercice 8. On se donne v; = (1,0,2),v = (2,1,0) dans R3. Soit F' = Vect (v, vs).

1. Calculer la matrice de pp dans la base canonique de R3.

2. Trouver une base orthonormale B pour laquelle la matrice de pg soit la matrice
diagonale Diag(1,1,0).

3. Déterminer toutes les bases de E pour lesquelles la matrice de pr est Diag(1,1,0).



